ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
6 клас

1. Учні 6-А класу разом мали 2016 олівців. Один з учнів загубив коробку з 18 олівцями, взамін купив коробку з 25 олівцями. Скільки тепер олівців в учнів цього класу?
Вказівка : 2016 – 18 + 25 = 2023
[image: image1.png]


Відповідь: 2023.
2. Розріжте фігуру А на рівні частини таким чином, щоб з них можна було скласти фігуру Б. 
Вказівка : див. рис.
Відповідь:

3. Дід, Баба, Пес і Кіт ділили коробку цукерок. Бабі дісталося вдвічі більше цукерок, ніж Псу, а Псу вп’ятеро  менше, ніж Коту, втім Коту – на 8 цукерок більше, ніж Псу. Скільки цукерок було у коробці, якщо Дідові дісталась порожня коробка?  
Вказівка : Візьмемо кількість цукерок Пса за одну частину. Тоді у Кота 5 частин, у Баби 2 частини, а у Діда 0 частин. Втім Коту дісталось на 8 цукерок більше, ніж Псу, а це на 4 частини більше. Отже, одна частина становить 2 цукерки. Оскільки всього 8 частин, то в коробці було 16 цукерок.
Відповідь: в коробці було 16 цукерок.
4.  Дванадцять шестикласників прийшли на гурток з математики. Відомо, що кожний шестикласник, який приніс лінійку приніс і олівець. Забули вдома лінійку 9 учнів, а олівець 2 учні. На скільки менше учнів, тих, що принесли лінійку, ніж тих, що принесли олівець, але забули лінійку? Відповідь обґрунтуйте. 
Вказівка : 12-9=3 (учні, що принесли лінійку, а також і олівець)
12-2=10 (учнів принесли олівець)

10-3=7 (учнів принесли олівець без лінійки)

7-3=4 (учні - на скільки менше учнів, тих, що принесли лінійку, ніж тих, що принесли олівець, але забули лінійку)
Відповідь: на 4.
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами




м.Ужгород
Час розв’язання 3 год.

Користування калькуляторами заборонено

ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
7 клас

1. Після приїзду команди з олімпіади в учасника запитали: «Гімнасти були?» –  «Так, навіть було в сім раз більше ніш не гімнастів». «А легкоатлети були?» – «Так, їх було в сім раз менше ніж не легкоатлетів». «А футболістів скільки було?» . Дайте відповідь замість учасника.
Вказівка : Оскільки гімнастів було в сім раз більше, ніж не гімнастів, то їх було[image: image2.png]


  від загальної кількості учасників. Поряд з тим, легкоатлетів в сім раз менше, ніж не легкоатлетів. Отже, їх  [image: image4.png]


 від загальної кількості учасників. Враховуючи, що [image: image6.png]


, то робимо висновок футболістів не було.
Відповідь: футболістів не було.
2. Малюк і Карлсон разом з’їли банку варення. При цьому Карлсон з’їв на 40% менше ложок варення, ніж Малюк, але його ложки вміщали на 150% варення більше, ніж у ложки Малюка. Яку частину банки варення з’їв Карлсон?
Вказівка : Відмітимо, що ложка Карлсона містить в 2,5 рази більше ніж ложка Малюка. При цьому, кількість ложок, що з’їв Карлсон складає 60% від кількості ложок, що з’їв Малюк. Отже, в 2,5(60%=150%=1,5 рази більше ніж Малюк. Тобто відношення 3:2  «на користь» Карлсона. Звідси слідує, що Карлсон з’їв 3/5=0,6=60% банки варення.
Відповідь: Карлсон з’їв 3/5 банки варення.
3. Середнє арифметичне чотирьох чисел дорівнює 10. Якщо викреслити перше число, то середнє арифметичне інших трьох чисел збільшиться на 1. Якщо натомість викреслити друге, то середнє арифметичне інших трьох чисел збільшиться на 2. А якщо викреслити лише третє, то середнє арифметичне інших трьох чисел збільшиться на 3. Як зміниться середнє арифметичне, якщо взамін викреслити лише четверте число?
Вказівка : Сума чотирьох чисел дорівнює 40. Сума останніх трьох чисел 33, отже перше число 40-33=7. Аналогічними міркуванням друге число 40-36=4, а третє 40-39=1. Таким чином їх середнє арифметичне (7+4+1)/3=4 
Відповідь: зменшиться на 6.
4. Яку найменшу кількість множників треба викреслити з добутку 1(2(3(4(5(6(7(8(9(10, щоб отримане число закінчувалося на цифру 2?
Вказівка : Відмітимо, що обов’язково треба викреслити 5 та 10. А якщо перемножити решта вісім чисел число буде закінчуватися на 6. Отже, хоча б три множника викреслити треба. Викресливши 5, 10 та 3, умова задачі буде виконуватись : 2((4(9)((7(8)(6 буде закінчуватись на таку ж цифру, що й число 2(6(6(6, тобто 2.
Відповідь: три множника.
5. Висота кімнати – 3 метри. При її фарбуванні виявилось, що на кожну стінку витратили фарби більше, ніж на підлогу. Чи може площа підлоги цієї кімнати бути більша, ніж 10 квадратних метрів?
Вказівка : Нехай х та у довжина та ширина кімнати. Тоді площа підлоги ху, площі стін 3х та 3у. З умови задачі слідує, що ху<3x та xy<3y, тобто y<3 та x<3. Отже, xy<9<10.
Відповідь: ні, не може.
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами




м.Ужгород
Час розв’язання 4 год.

Користування калькуляторами заборонено

ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
8 клас

1. Відомо, що для різних чисел a, b виконується рівність [image: image8.png]


. Знайдіть [image: image10.png]


.
Вказівка : [image: image12.png]
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Відповідь: [image: image22.png]



2. Обчислити [image: image24.png](20062026 +100) (1356-2036 +400)
Py



  .
Вказівка : Нехай 2016=х. Тоді перепишемо у вигляді  [image: image26.png]((x~10)-(x+10) +100)((x~20) -(x+20) +400) _ (x"-100+100)(x"-400+400) _ x*
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.
Відповідь: 2016.
[image: image69.png]



3. Для гри в «Морський бій» на полі 8х8 розмістили деяким чином 12 «двоклітинкових кораблів». Чи обов’язково знайдеться місце для «триклітинкового корабля»? (Кораблі –прямокутники 1х2 та 1х3 відповідно)
Вказівка : Дивись приклад на рисунку.
Відповідь: Ні, не обов’язково.
4. [image: image70.png][a]5 =]



В паралелограмі ABCD з вершини тупого кута В проведені висоти ВМ і BN, а з вершини D – висоти DP і DQ. Доведіть, що точки M, N, P, Q – вершини прямокутника.
Вказівка :  Нехай точка О – середина діагоналі BD. Не обмежуючи загальності візьмемо розміщення точок як на рисунку. Оскільки BPDN – прямокутник, то BO=OD=NO=OP. Аналогічно з прямокутника QBMD слідує, що BO=OD=QO=OM. Оскільки NO=OP=QO=OM, то точки M, N, P, Q – вершини прямокутника.
5. Яку найбільшу кількість різних натуральних чисел можна вибрати таким чином, щоб сума довільних трьох з них була простим числом?
Вказівка : Відмітимо, що числа 1, 3, 7, 9 задовольняють умову задачі. Припустимо, що знайшлося більше, ніж 4 числа, що задовольняють умову задачі. Тоді за принципом Діріхле знайдуться з них 3 числа, що мають однакову остачу при діленні на 3. Отже, їхня сума більша за 3 і ділиться на 3, тобто не є простим числом. Протиріччя.
Відповідь: 4 числа
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами




м.Ужгород
Час розв’язання 4 год.

Користування калькуляторами заборонено

ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
9 клас

1. Знайдіть найменший цілий розв’язок нерівності [image: image28.png]2018
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.
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Відповідь: -44.
2. Сума трьох різних чисел рівна 6, а сума їх попарних добутків рівна 9. Доведіть, що всі ці числа додатні.
Вказівка : Нехай a+b+c=6 та ab+bc+ca=9. Тоді ab=9-c(a+b)=9-c(6-c)=(c-3)2≥0. Аналогічно bc=(a-3)2 та ac=(b-3)2. Відмітимо, що якщо одне з чисел дорівнює 0, то інші два дорівнюють 3, що протирічить умові задачі. А якщо одне з них від’ємне, то і решта від’ємні, що протирічить  a+b+c=6. Отже, всі ці числа додатні.
3. Чи існують непарні цілі числа a, b, c  для яких виконується рівність (a+b)2+(a+c)2=(b+c)2.
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Вказівка : Перепишемо рівність (a+b)2+(a+c)2=(b+c)2 ( (a+b)(a+c)=2bc. Оскільки ліва частина рівності ділиться на 4, а права ні, то таких чисел не існує.
Відповідь: таких чисел не існує.
4. В рівнобедрений трикутник АВС (АВ=ВС) вписане коло з центром О, яке дотикається сторони АВ в точці Е. На продовженні сторони АС за точку А вибрана точка D так, що AC=2AD. Доведіть, що прямі DE і АО паралельні.
Вказівка : Нехай М – точка дотику кола до АС. Оскільки трикутник рівнобедрений, то СМ=МА. З іншого боку АМ=АЕ, а за умовою АС=2AD=2AM. Отже, AD=AE=AM. Тобто трикутник DEM – прямокутний ((DEM = 90(). З рівнобедреності трикутника АЕМ слідує, що бісектриса АО перпендикулярна до ЕМ. Звідки слідує, що прямі DE і АО паралельні.
5. В яку найбільшу кількість кольорів можна розфарбувати клітинки шахової дошки 8х8 таким чином, щоб кожна клітинки межувала по стороні хоча б з двома клітинками того ж кольору?
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Вказівка : Розділимо дошку на 16 квадраті 2х2 і кожен з них зафарбуємо в інший колір. Це розфарбування в 16 кольорів задовольняє умову задачі.

Доведемо, що більша кількість кольорів задовольняти умову задачі не може. Нехай знайшовся колір з трьох клітинок, тоді лише одна з них може межувати з двома клітинками (див рис.). Отже, кожного кольору не менше чотирьох кліток, а кольорів не більше 16.
Відповідь: 16 кольорів.
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами




м.Ужгород
Час розв’язання 4 год.

Користування калькуляторами заборонено

ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
10 клас

1. Дівчинка і хлопчик в полудень вийшли зі школи до музею. Пройшовши півшляху, хлопчик пригадав, що забув квитки в школі, тому, побіг за ними зі швидкістю в два рази більшою, ніж з якою вони йшли разом з дівчинкою. Коли хлопчик взяв квитки, то продовжив бігти з такою ж швидкістю до музею. Виявилось, що дівчинка прийшла вчасно, а хлопчик запізнився на 10 хвилин. О котрій годині треба було бути у музеї?
Вказівка : Оскільки хлопчик біг зі швидкістю в два рази більшою, то в той час, коли дівчинка дійшла до музею він знову був на середині шляху. Отже, він подолав половину шляху за 10 хв. Тобто дівчинка витратила на половину шляху 20 хв. , а на весь шлях 40 хв.
Відповідь: о 12 годині 40 хвилин.
2. На стороні АВ трикутника АВС відмічена точка К. Відрізок СК перетинає медіану АМ трикутника в точці Р. Виявилось, що АК=АР. Знайдіть відношення ВК:РМ.
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Вказівка : Проведемо пряму паралельно СК, що проходить через точку М і перетинає АВ в точці D. Тоді MD – середня лінія трикутника ВСК. Отже, KD=DB. З іншого боку трикутник АРК подібний AMD. Оскільки трикутник АРК – рівнобедрений, то AMD також рівнобедрений. Тобто PM=KD=DB.
Відповідь: 2:1.
3. Доведіть, що для всіх дійсних х виконується нерівність x2+xsinx+x2cosx+0,5>0.
Вказівка : Перепишемо дану нерівність у вигляді (1+cosx)x2+sinx(x+0,5>0.
Якщо cosx=-1, то 0,5>0 – виконується завжди. 

В інакшому випадку cosx<1. Розглянемо функцію f(t)= (1+cosx)t2+sinx(t+0,5. Це парабола вітками вгору з від’ємним дискримінантом. Отже, завжди набуває додатних значень. Що і треба було довести.

Відповідь:

4. Назвемо натуральне семицифрове число «класним», якщо воно ділиться на добуток всіх свої цифр. Чи існують чотири послідовних «класні» числа?
Вказівка : Нехай n, n+1, n+2, n+3, n+4 – «класні» числа. Відмітимо, що в десятковому записі цих чисел не може бути  цифри 0, бо на 0 ділити не можна. Отже, дані числа відрізняються лише останньою цифрою і серед них є число, що закінчується цифрою 4 або 8.  Нехай Р – добуток перших шести цифр числа n. Оскільки числа n і n+1 взаємно прості та обидва діляться на Р, то Р=1. Звідси слідує, що кожна з шести цифр 1. Але числа 1111114 та 1111118 не діляться на 4 та 8 відповідно. Протиріччя. 
Відповідь: ні, не існує.
5. В клітинки таблиці 9х9 записали всі натуральні числа від 1 до 81. Після чого обчислили добутки чисел в кожному рядочку та отримали набір з дев’яти чисел. Також обчислили добутки чисел в кожному стовпчику таблиці і отримали ще один набір з дев’яти чисел. Чи можуть отримані два набори бути однаковими?
Вказівка : Розглянемо прості числа: 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79. За принципом Діріхле знайдуться два, що стоять в одному рядку, але в різних стовпчиках, позначимо їх х та у. Тобто є рядочок добуток чисел якого ділиться на ху, а такого стовпчика не знайдеться. 
Відповідь: Ні, не можуть.
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами




м.Ужгород
Час розв’язання 4 год.

Користування калькуляторами заборонено

ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2016 рік
11 клас

1. Доведіть, що якщо вираз [image: image38.png]Fiei



 приймає раціональне значення при деякому дійсному значенні х, то і вираз[image: image40.png]2016271



  приймає раціональне значення при цьому ж дійсному значенні х.
Вказівка : При х =0 очевидно.
Якщо х(0, то [image: image42.png]x =2
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 – раціональне. Тоді [image: image44.png]X+



 – раціональне (
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Також раціональне [image: image46.png]


 . Звідки слідує, що
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 – раціональне.
2. Грані АВС і ABD тетраедра ABCD – прямокутні трикутники з спільною гіпотенузою АВ. M та N – точки перетину медіан граней АВС і ABD відповідно. Доведіть, що відрізки CN і DM рівні.
Вказівка : В прямокутному трикутнику медіана, що проведена до гіпотенузи дорівнює її половині. Отже, СЕ=0,5АВ==DE, тобто трикутник CED – рівнобедрений. Оскільки M та N – точки перетину медіан граней АВС і ABD відповідно, то EM:MC=EN:ND=1:2, тобто, EM=EN. Тоді трикутники CEN і DEM рівні. Звідки слідує, що DM=CN.
3. [image: image75.png]


Чи можна в клітинки шахової дошки 8х8 записати натуральні числа від 1 до 64 таким чином, щоб сума чисел в любій фігурі виду     була кратна 5?
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Вказівка : Нехай такий запис можливий. 

Розглянемо п’ятиклітинкову фігуру (див. рис) 
Нехай S=a+b+c+d+x. Оскільки a=S-( b+c+d+x), b=S-( a+c+d+x), 

c=S-( a+b+d+x), d=S-( a+b+c+x), то числа  a, b, c, d мають однакові остачі при діленні на 5. Звідси слідує, що всі числа записані в білих клітинках шахової дошки мають однакові остачі при діленні на 5. Отже, таких чисел має бути 32, а їх не більше 13. Протиріччя.
Відповідь: ні, не можна.
4. [image: image77.png]o




На стороні АВ трикутника АВС відмічена точка К, а на стороні АС – точка М. Відрізки ВМ і СК перетинаються в точці Р. Виявилось, що кути АРВ, ВРС і СРА рівні по 120(, а фігури АКРМ та ВРС – рівновеликі. Знайдіть кут ВАС.
Вказівка : Відмітимо, що (ВРК=(КРА=(АРМ=(МРС=60(. Отже, РК та РМ – бісектриси трикутників АРВ та АРС відповідно.
Оскільки фігури АКРМ та ВРС – рівновеликі, то SABM=SBCK. Тобто  [image: image50.png]
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.  За теоремою синусів: [image: image56.png]sincd _ BC
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. За властивістю бісектриси трикутника [image: image64.png]5k _ BF
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. Звідси слідує, що [image: image68.png]AP
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.  Окрім того  (ВРА=(АРС=120(. Таким чином трикутники ВРА і АРС подібні. Отже, (РАС=(РВА ( (ВАС=(ВАР+(РАС=(ВАР+(РВА=180(–120(=60(.
Відповідь: (ВАС=60(.
5. Є купка з 25 каменів. За один хід гравець може взяти довільну купку в якій більше, ніж один камінець, розбити довільним чином на дві та перемножити кількості каменів у цих купках, отримане число записує. Грають троє до тих пір, поки можна зробити черговий хід, після чого знаходиться сума всіх записаних чисел. Виграє перший, якщо сума більша за 300, другий, якщо дорівнює 300, а третій, якщо менше за 300. Хто з гравців може забезпечити собі виграш? Відповідь обґрунтувати. 
Вказівка : Покажемо, що не залежно від ходів гравців завжди буде виходити число 300. Нехай камінці будуть точки і з’єднаємо їх відрізками. Отримаємо 25(25–1)/2=300 відрізків. При кожному розбитті однієї групи камінців на дві будемо витирати всі відрізки, що з’єднують камінці різних купок. Нехай деяку купку розбили на дві з х та у камінцями то кількість відрізків, що витруться буде ху. Саме це число ми і записуємо. Таким чином сума чисел це кількість витертих відрізків. Оскільки на самому початку було 300 відрізків, а в результаті жодного відрізка, то кількість витертих відрізків дорівнює 300. Отже, сума записаних чисел буде рівна 300.
Відповідь: Завжди виграє другий. 
Кожне завдання оцінюється 7-ма балами
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